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1 緒　　　　　言

疲労き裂は，通常材料の表面から発生し，材料の内側
に向けて進展する傾向があることは良く知られている．
この観点からすると Fig. 1 (a)の縁き裂を有する帯板の
問題は任意の a/Wに対して精度良く与えられており 1), 2)

き裂の進展をシミュレーションできる最も基本的な問題
といえる．異なる材料を接合した場合にも，界面のはく
離は通常接合端部から開始され，内部へ進展する．従っ
て，Fig. 1 (b)に示すような縁界面き裂を有する異種材料
接合有限板の問題も基本的な界面き裂問題であり，これま
でにも Table 1に示すように多くの解析結果がある．3)～ 6)

しかし，それらは特定の材料組合せに限定されており，
任意の材料組合せに対しては解析がなされていない．ま
た，Table 1に示すように，これまでの Fig. 1 (b)の研究
では，a/W→0の極限の結果があたえられていなかった
ので，最近著者らはその極限の解を考察した．7)

本研究では，Fig. 1 (b)を任意の材料組合せに対して
解析し，その応力拡大係数を考察する．そして，その応
力拡大係数を均質材の結果 (Fig. 1 (a)) と比較して，材料
組合せによってどの程度数値が変化するか，どの組合せ
のときに値が最大値，または最小値をとるかを明らかに
する．すなわち，あらゆる材料組合せに対する Fig. 1 (b)
の解を a/Wを変えて示すことを目的とする．

2 き裂先端の要素の値を用いる界面き裂の解析法　　
本研究で用いる解析方法は，(1) 解析対象の有限要素
法 (FEM) 解析によって得られるき裂先端近傍の応力な
いし変位の解析結果をそのまま利用し，(2) 厳密解の知
られている基準問題との比をとることにより応力拡大係
数を決定する手法である．3)西谷らはこの方法により均質
材中のき裂の問題を精度良く解析した．8), 9)最近，小田ら
は西谷らの方法を界面き裂の応力拡大係数の解析に拡張
することに成功した．3)この方法では，有限要素法解析の
誤差は主としてき裂先端近傍のメッシュに依存すること
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Fig. 1   (a) Edge crack in homogeneous plate and 
(b) Edge interface crack in a bonded finite plate
subjected to tension (c) Edge crack in bonded wide plate.
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を利用している．つまり，2つの異なる問題［(1) 解析対
象と (2) 基準問題］をき裂先端近傍で同じメッシュを用
いて解析すれば，それらの応力拡大係数がき裂先端の節
点の応力を用いて評価できる．

Fig. 2に，本研究で用いる縁界面き裂の形状とき裂先
端近傍の要素分割の例を示す．界面き裂の解析では，き裂
周りのメッシュをある程度細かくすることが必要である．
界面き裂の基準問題として，Fig. 3に示す接合無限板

の解が厳密解 10)として知られているので，それを利用す
る．しかし，この方法をそのまま用いると深い縁界面き
裂の場合には，解析結果の誤差が大きいことが明らかと
なった．これは，深い界面き裂の問題ではき裂先端以外
のメッシュの違いによる影響が大きいためと考えられる．

そこで，外挿することによって高精度の応力拡大係数が
得られることを示す．

2・1 第ゼロ節点法による界面き裂の解析法
異種接合材の界面き裂先端の応力場は，均質材中のき
裂の場合とは異なり振動応力特異性を有する．すなわち
接合界面上の応力を σy，τxyとすると，界面の応力成分と
応力拡大係数は均質材中のき裂と異なり完全にモード分
離することができない．このため，き裂先端の要素の値
から応力拡大係数を決定するためには以下に示すような
工夫が必要である．すなわち，界面き裂の応力拡大係数
では次式が成り立つ．

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

式 (1)～(3)より，r =一定の位置で，次の条件

(6)

が 2つの問題で満足されれば，振動項が同じになること
が分かる．したがって，基準問題と未知の問題において，
r =一定の位置で，式 (6)が満たされる場合，式 (1), (2)よ
り次式が成立する．

(7)

基準問題の界面き裂先端節点の応力値を σ y 0 ,F E M
∗，

τxy0,FEM
∗，応力拡大係数が未知の問題 B の応力値を，

σy0,FEM，τxy0,FEMと表記する．FEM解析値を利用して，
界面き裂先端の応力場の相似条件［式 (7)］より次式が
得られる．

(8)

KI
∗，KII

∗は，Fig. 3の厳密解であり，式 (9)で与えられる．

(9)

式 (7)の条件を満たすためには，基準問題 (Fig. 3) にお
いて，(T, S) = (1, 0), (0, 1) とした場合の応力値を

， および ， とすれば，

(10)

T = 1として式 (10)を式 (7)に代入すれば，

†任意の材料組合せに対する縁界面き裂を有する接合有限板の引張りにおける応力拡大係数† 749

Table 1   Stress intensity factor of edge interface crack of
bonded finite plate.

[KI + iKII = σ πa  (FI + iFII)(1 + 2iε)]

Fig. 2   Analytical model of edge interface crack.

Fig. 3   Reference problem.
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(11)

結局 T = 1と式 (11)で表される Sが作用する Fig. 3の問
題を基準問題として考える．この厳密解は知られている
ので，解析したい問題と同じメッシュで解析して誤差を評
価できる．以下では次式で定義される無次元化応力拡大
係数 FI，FIIを用いて結果を示す．また，α，βは式 (13)
で定義される Dundursの複合材料パラメーターである．
Fig. 4に α，βの範囲を示す．

(12)

(13)
Fig. 1 (b)，(c)の問題で，上下の 2種類の材料を逆に

するとき，上の式より，α，βの値がマイナスになる．即
ち，α→−α，β→−βとなる．しかしながら，上下材料を
入れ替えた場合の応力拡大係数は FI→−FI，FII→−FIIと
なるので本解析では α ≥ 0の範囲を対象とする．

2・2 外挿による正確な応力拡大係数の与え方
Fig. 5に中央界面き裂の問題で a/W = 0.8のときの最
小要素サイズと FI，FIIの関係を示す．Fig. 5より中央界
面き裂の問題では，最小要素サイズが e = 1/35a～ 1/38a
の範囲で FIの値は一定であることがわかる．また，図中
の表と先の解析結果との比較から 4)～ 6)3けたの精度があ
ることがわかる．有限要素法は，要素が有限であること
による誤差を生じるが FEMモデルの最小要素サイズが
十分小さいとき，この誤差は中央界面き裂の問題では基
準問題の誤差とほぼ等しいので無視できる．

Fig. 6には縁界面き裂で a/W = 0.8のときの最小要素
サイズと FI，FIIの関係を示す．Fig. 6から深い縁界面き
裂の問題では，最小要素サイズを小さくしても FIの値は
一定にはならないことがわかる．すなわち，Fig. 1 (b)の
a/Wが大きい場合を解析すると FEMモデルのメッシュ
の最小要素寸法の影響が大きいため，そのまま深い縁き
裂の問題に適用できないことが明らかとなった．しかし，
e→0を外挿によって求めることにより高精度の解析結果
が得られることがわかる．以下ではこのような外挿によ
り応力拡大係数を求めた結果を示す．

3 接合半無限板中の縁界面き裂の引張りにおける
応力拡大係数

Fig. 7に Fig. 1 (b)の接合有限板の縁き裂の問題で β =

0.3と固定して，α = 0.4～ 0.95の場合の FIと FIIの値を
a/Wに対して示す．同様に α，βの検討を他の場合につ

＊蘭　　欣，道中健吾，張　　玉，野田尚昭＊750

Fig. 4   The map of α and β.

Fig. 5   Effect of minimum element size on (a) FI and
(b) FII of center interface crack a/W = 0.8.

Fig. 6   Effect of minimum element size on (a) FI and
(b) FII of edge interface crack a/W = 0.8.
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いても行うことにより，Fig. 1 (b)の縁界面き裂を有する
接合半無限板 (a/W→0) の応力拡大係数 FI，FIIは式
(14)のようになることがわかる．

:
(14)

:

この条件は，縁き裂の無い接合板端部における応力 σyが
(1) σy→∞，(2) σy =有限，(3) σy→0となる条件と一致し
ている．11)Fig. 8に，FI · (a/W)1−λおよび FII· (a/W)1−λと
a/Wの関係を示す．Fig. 8から a/W < 10−3でその数値
は 3けた以上一致し一定となることがわかる．すなわち
a/W < 10−3で以下の関係が成立する．

(15)

(16)

ここで λは，き裂の無い接合板端部の特異性指数 (σθ ∝

rλ−1，rは接合端部からの距離）であり，その特異性の強
さの結果 12), 13)から式 (15), (16)が説明できる．Fig. 9に
a/W→0の解としてすべての α，βに対して CI，CIIを図
示する．11)Fig. 9の破線は外挿により求めた値である．7)な
お，実際のき裂の進展では，KI，KIIそのものが重要であ
るので Fig. 10に KI，KIIと a/Wの関係を示す．Fig. 10
より，FI→∞，FII→∞となる場合でも a/W→0で KI→0，
KII→0となることがわかる．すなわち，界面縁き裂 (Fig. 1
(b)) の応力拡大係数は a/Wの増加に伴って単調に増加
する．

†任意の材料組合せに対する縁界面き裂を有する接合有限板の引張りにおける応力拡大係数† 751

Fig. 9   Values of (a) CI = FI · (a/W)1−λ and (b) CII = FII· (a/W)1−λ when a/W→0.

Fig. 8   (a) FI · (a/W)1−λ (b) FII· (a/W)1−λ vs. a/W.

Fig. 7   (a) FI (b) FII for cracked bonded plate.
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4 接合有限板中の縁界面き裂の引張りにおける
応力拡大係数

Fig. 1 (b)の a/Wを 0～ 0.9まで変化させた場合に材
料組合せとき裂の相対長さが，応力拡大係数に及ぼす影
響を考察する．Fig. 10に示すように界面き裂の応力拡大
係数はき裂の相対長さ a/Wの増加とともに単調に増加す
る．ここでは，材料組合せの影響を明確にするため，その
無次元化値 FI，FIIにまず注目する．Table 2に Fig. 1 (b)
の接合有限板の問題で上下の材料が等しい場合の縁き裂
を有する均質材の結果 FI homo

7)を過去の研究 1), 2), 14)と比較
して示す．Table 2より本解析結果は 4けた程度の精度が
あることがわかる．なお均質材の縁き裂の問題 Fig. 1 (a)
では，以下の近似式が知られている．14)

(17)
Table 2に示すように式 (17)の精度は均質材の結果
FI homo

1), 2), 7)と比較して 0.59%以内である．以下では，均
質材の問題の FI homoと界面き裂の FIの値の違いを明確に
するため，Fig. 11 (a)～ Fig. 18 (a)に，Fig. 1 (b)の問題の
応力拡大係数 FIと Fig. 1 (a)の均質材の応力拡大係数
FI homoとの比 FI/FI homoを示す．それぞれの図で βを固定
し，その β = 一定の条件下で αの全範囲で結果を示して
いる（Fig. 4参照）．但し，それぞれの図で α，βの全範

囲に対する FIの最大値を FI max/FI homoで示し，最小値を
FI min/FI homoで示している．Fig. 12 (a)の β = −0.1のとき
に注目すると，a/W ≤ 0.4では，αの値が大きくなるにつ
れて FIの値も大きくなることがわかる．しかし，a/W ≥

0.4では，αの値が大きくなるにつれて FIの値は逆に小
さくなる．同様の傾向は Fig. 11 (a)～ Fig. 18 (a)の β =

−0.2～ 0.45の場合にも確認できる．Fig. 11 (a)は β =

−0.2の場合を示しており αの値やき裂の相対長さが変化
しても FI /FI homoの値は 1に近づく，つまり均質材の応
力拡大係数に近いことが分かる．Fig. 13 (a)は β = 0の
場合を示しており，a/W ≤ 0.4のときに FI の値は α = 1，
β = 0であらゆる材料組合せに対する最大値をとる．ま
た，a/W ≥ 0.4のときに FI の値は α = 1，β = 0であらゆ
る材料組合せに対する最小値をとる．Fig. 15 (a)は β =

0.2の場合の結果であり，a/W ≤ 0.4のときの β ≤ 0.2場合
より全体的に FI の値が小さいことがわかる．この傾向は
βが大きくなるにつれて明確になる．Fig. 16 (a)は β =

0.3の結果である．a/W ≥ 0.4では α = 0.3であらゆる材料
組合せに対する最大値をとることが多い．Fig. 18 (a)は
β = 0.45の場合の結果を示しており，a/W ≤ 0.4で α =

0.8のときにあらゆる材料組合せに対する最小値をとる．
Fig. 11 (b)～ Fig. 18 (b)には，Fig. 1 (b)の問題の応力
拡大係数 FIIの値を示す．それぞれの図で βを固定し，
その β = 一定の条件下で αの全範囲で結果を示している
（Fig. 4参照）．但し，それぞれの図で α，βの全範囲に
対する FI の最大値を FI maxで示し，最小値を FI minで示
している．Fig. 11 (b)には，β = −0.2の場合の結果を示
しており a/W ≤ 0.5では，FIIの値は−0.25～ 0.05であり，
0に近いことがわかる．同様の傾向は，Fig. 11 (b)～Fig. 18
(b)の β = −0.2～ 0.45の場合にも見られる．また a/W ≥

0.5では，FIIの値は a/Wが大きくなるにつれて増加して
いてα = 0.2，β = −0.2のときにあらゆる材料組合せに対す
る最大値をとる．Fig. 12 (b)，Fig. 13 (b)はそれぞれ β = 

−0.1，0の値を示しており，β = −0.2のときに比べて
a/W ≥ 0.5では，FIIの値は小さくなっている．Fig. 14 (b)
には，β = 0.1の場合の結果を示しており a/W ≥ 0.5で α

の値が小さいときに FIIは負の値をとる．Fig. 15 (b)～
Fig. 18 (b)の β = 0.2～ 0.45では a/W ≥ 0.5のときに αの
値に関係なく減少していき負の値をとる．Fig. 18 (b)は
β = 0.45の場合の結果を示しており a/W ≥ 0.5でα = 0.8の
ときにあらゆる材料組合せに対する最小値をとる．
参考のため Fig. 19 (a)，(b)に中央界面き裂の応力拡

大係数の結果 FIを示す．15)縁界面き裂と中央界面き裂の
結果を比較すると縁界面き裂では，a/W ~− 0.4で FIの値
が逆転するのに対して中央界面き裂では，FIの値は逆転
することなく αの値が大きいときに小さく αの値が小さ
いときに大きいことがわかる．

5 結　　　　　言
本論文では，界面き裂の問題として最も基本的な縁界
面き裂を有する接合有限板 (Fig. 1 (b)) の問題を任意の材
料組合せに対して，き裂の相対長さ a/Wを変えて考察
した．得られた結果を図示したほか，結論をまとめると
以下のようになる．

(1) 解析方法として有限要素法解析によるき裂節点に
おける応力値を利用して基準解との比をとる方法を用い
た場合，き裂が長い場合には一般に高精度の結果を得る

Table 2   Values of FI homo for homogeneous plate.

Fig. 10   KI, KII of an edge crack in a bonded semi-
infinite plate.
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Fig. 11   (a) FI/FI homo vs. a/W and (b) FII vs. a/W when β = −0.2.

Fig. 12   (a) FI/FI homo vs. a/W and (b) FII vs. a/W when β = 0.

Fig. 13   (a) FI/FI homo vs. a/W and (b) FII vs. a/W when β = 0.1.

Fig. 14   (a) FI/FI homo vs. a/W and (b) FII vs. a/W when β = 0.2.
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Fig. 15   (a) FI/FI homo vs. a/W and (b) FII vs. a/W when β = 0.3.

Fig. 16   (a) FI/FI homo vs. a/W and (b) FII vs. a/W when β = 0.4.

Fig. 17   (a) FI/FI homo vs. a/W and (b) FII vs. a/W when β = 0.45.

Fig. 18   (a) FI/FI homo vs. a/W and (b) FII vs. a/W when β = 0.45.
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ことは難しいが，最小要素サイズ e→ 0の結果を外挿し
て求める方法を適用して精度良く解析できる (Fig. 6)．

(2) 縁界面き裂を有する接合有限板の応力拡大係数
FIは，β =一定とし，a/W ≤ 0.4では αの増加につれて増
加する．一方，a/W ≥ 0.4では αの増加につれて減少す
る．すなわち，a/W ~≅ 0.4で FIの大小関係が逆転する傾
向が認められる．ここで，α，βは，Dundursの複合材
料パラメータである．

(3) 縁界面き裂を有する接合有限板の応力拡大係数
FIは，a/W ≤ 0.4の範囲では α = 1，β = 0のときあらゆる
材料組合せに対する最大値をとり，α = 0.8，β = 0.45で
最小値をとる．また a/W ≥ 0.4の範囲では α = 0.3で最大
値をとることが多く，α = 1，β = 0で最小値をとる．また，
FIIは，a/W ≥ 0.5の範囲 α = 0.2，β = −0.2であらゆる材料
組合せに対する最大値をとり，a/W ≤ 0.5で α = 0.8，β =

0.45のときに最小値をとる．
本研究の一部は高瀬康博士技術職員の協力を得た．深

くお礼申し上げます．
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Fig. 19   (a) FI/FI homo vs. a/W and (b) FII vs. a/W for central interface crack.
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