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Stress Intensity Factor of an Edge Interface Crack in a Bonded Finite Plate Subjected to Bending 
under Arbitrary Material Combination 
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*5 Department of Mechanical and Control Engineering, Kyushu Institute of Technology, 1-1 Sensui-Cho, Tobata-Ku, 
Kitakyushu-Shi, Fukuoka, Japan  

Although a lot of interface crack problems were previously treated, few solutions are available under arbitrary 
material combinations. This paper deals with an edge interface crack in a bonded finite plate and a semi-infinite plate. 
Then, the effects of material combination on the stress intensity factors are discussed. To obtain the interface stress 
intensity factor very accurately, a useful method is presented on the basis of the stress values at the crack tip calculated 
by the finite element method. Then, the stress intensity factors are indicated in charts under arbitrary material 
combinations for the bonded structure subjected to bending loading conditions and tension. For the edge interface crack, 
it is found that the dimensionless stress intensity factors are not always finite depending on Dundurs’ parameters α  
and β . 
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1. 緒   言 

半無限板中の縁き裂の問題は，内部き裂に対して縁き裂がどの程度危険であるか？即ち実用上重要な表面き裂

の最も基本的でかつ重要な問題である．図 1 に示す 2 つの基本問題の応力拡大係数を比べると，図 1(a)が図 1(b)
の半分のき裂長さであるにもかかわらず 12%以上危険であることがわかる．一方，界面き裂の問題(図 2)に対し

ては，このような最も基本的な引張りを受ける半無限板中の縁き裂の問題に対しても信頼できる結果は示されて

いなかった．そこで著者らは，任意の材料組合せに対して信頼できる結果をさきの研究で与えた(1)．その結果を

図 3 に示す．図 3 に示すように無次元化応力拡大係数FⅠ は材料組合せに依存して 0a W → でF → ∞Ⅰ ，F =Ⅰ 有

限， 0F →Ⅰ となるけれども ( )1F a W λ−

Ⅰ
は常に定数となることを示している．ここでλ は図 4 のき裂のない接合

板の特異性指数 yσ ( )11 r rλ−∝ → ∞ であり，F → ∞Ⅰ ，F =Ⅰ 有限， 0F →Ⅰ となることは，界面き裂のない接合板

端部(図 4)で材料組合せによって yσ → ∞ ， yσ = 有限， 0yσ → ( 0r → のとき)となることから生じる． 
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Fig.1 (a)Edge crack and (b) Internal crack in  
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Fig.2 Edge crack in bonded wide plate (a)under tension 
 (b) under bending 
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(a)                                              (b) 
Fig.3 Values of (a) 1( )ⅠIC F a W λ

•
−=  and (b) 1( )Ⅱ ⅡC F a W λ

•
−=  when 0a W →  

 
 
 
 
 
 
 

(a)                          (b)                     (c) 
Fig.4 (a)Bonded semi-infinite plate and bonded finite plate (b)under tension (c)under bending 

 
 
 
 
 
 

(a)                  (b)                            (a)                  (b) 
 

 
  
 本研究では，このような接合板に面内曲げが作用する問題(図 2(b))を考察する．図 5(a)，(b)に示すような均質

接合板が引張りまたは面内曲げを受ける場合には 0a W → でKⅠ が等しくなり 1.1215K aσ π=Ⅰ で表せる．一

方，縁界面き裂を有する接合有限板の曲げ(図 6)ではき裂のない接合板の問題(図 4(b),(c))で接合端部の yσ の特異

性の強さ(2) (3)が異なるため 0a W → の極限でもKⅠ は必ずしも等しくならない．そこで本論文では，まず図 6(b)
の 0a W → の極限の値を考察し，図 6(a)の 0a W → の極限の値との違いを明確にする． 

2. 解析方法の概略 

2･1 第 0 節点法について  本研究で用いる解析方法は，（1）解析対象の有限要素法(FEM)解析によって得ら

れるき裂先端近傍の応力ないし変位の解析結果をそのまま利用し，（2）厳密解の知られている基準問題との比を

とることにより応力拡大係数を決定する手法である(4)~(6)．この方法では，有限要素法解析の誤差は主としてき裂

先端近傍のメッシュに依存することを利用している．つまり，2 つの異なる問題［（1）解析対象と（2）基準問題］

をき裂先端近傍で同じメッシュを用いて解析すれば，それらの応力拡大係数がき裂先端の第 0 節点の応力を用い

て評価できる．界面き裂問題への第 0 節点の適用についての詳細はさきに示しているので(4),(6)省略する． 
図 7 に，本研究で用いる縁界面き裂の形状とき裂先端近傍の要素分割の例を示す．界面き裂の解析では，き裂

周りのメッシュをある程度細かくすることが必要である．界面き裂の基準問題として，図 8 に示す接合無限板の

解が厳密解として知られているので，それを利用する． 
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Fig.6 Bonded finite plate (a)under tension  
(b)under bending when 0a W →  
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Fig.7 Analytical model of edge interface crack when e amin           Fig.8 Reference problem 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.9 The map of α and β  
2･2 外挿による正確な応力拡大係数の与え方  有限要素法(FEM)は，要素が有限であることによる誤差が

生じる．FEM モデルの最小要素サイズが十分小さいとき，この誤差は中央界面き裂の問題(7),(8)では基準問題(図
8)の誤差とほぼ等しいので無視できる．しかし，この方法を適用して図 6(b)の /a W が大きい場合を解析すると

FEM モデルのメッシュの最小要素寸法の影響が大きいためそのまま深い縁き裂の問題に適用できないことが明

らかとなった．図 9 には均質材の縁き裂で / 0.9a W = のときの最小要素サイズと IF の関係を示す．図 9 から深い

縁き裂の問題では，最小要素サイズを小さくしていっても IF の値は一定にならないことがわかる．しかし，図 9
に示すように最小要素サイズemin を 0 に外挿すると 12.45IF = となり，さきの研究の結果 12.46IF =  (9)(10)と比較

するとその誤差は 0.08%で一致する．よって，最小要素サイズ 0e →min を外挿によって求めることにより高精

度の解析結果が得られることがわかる．一方， /a W が小さいときは，図 9 と異なり IF の値の変化は小さいけれど

も本論文では外挿によって 0e →min の IF IIF の値を正確に求めた．以下では次式で定義される無次元化応力拡大

係数 IF ， IIF を用いて結果を示す．図 10 に本研究で考察した ,α β の範囲を示す．ここで ,α β は式(9)で定義され

る Dundurs の複合材料パラメーターでありポアソン比vと横弾性係数G により表せる． 
                                                

                                              
                              (9) 
 

図2(a),(b),図6(a),(b)の問題で，上下の2種類の材料を逆にするとき，上の式より， ,α β の値がマイナスになる．即ち，α →  
α− , β β→ − となる．しかしながら，上下材料を入れ替えた場合の応力拡大係数は ,I I II IIF F F F→ → − となるので本解析

では 0α ≥ の範囲を対象とする．  
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Fig.10 Effect of minimum element size on FⅠ  edge crack 
in homogeneous plate subjected external bending 
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3. き裂長さと応力拡大係数の関係  

本研究では，まず接合有限板中の縁界面き裂(図 6(b)) の応力拡大係数を考察し，それを基にして接合半無限板の応

力拡大係数(図2)を考察する．図11に図 6(b)の接合有限板の縁き裂の問題でβ=0.3 と固定して， 0.4 0.95α = ～ の場合の IF
と IIF の値を /a W に対して示す．同様の検討を他の ,α β にも行うことにより，図2の縁界面き裂を有する接合半無限板の

応力拡大係数 ,FⅠ FⅡ は式(10)のようになることがわかる． 
( )2 0α α β− > :  ,I IIF F → ∞  

              ( )2 0α α β− = :  ,I IIF F 有限       （10） 
( )2 0α α β− < :  , 0I IIF F →  

図12(a)は図11を両対数グラフに整理した結果である．これより図6(b)の問題の ,I IIF F と /a W は 3/ 10a W −< で ( / )IF sa W∝ ，

( / )IIF sa W∝ の関係があることが示される．図12(b)に接合有限板が引張りを受ける場合の結果を示し，図13に変数S の

数値を示す．F F
Ⅰ Ⅱ

,→ ∞ → ∞ の場合でも実際のき裂の進展には， ,K K
Ⅰ Ⅱ

そのものが重要であるので図 14 に

,K K
Ⅰ Ⅱ

の結果を示す．図 14 よりで 0a W → ,F F→ ∞ → ∞
Ⅰ Ⅱ

となる場合でも ,0K →
Ⅰ

0K →
Ⅱ

となることがわか

る．すなわち，界面縁き裂(図 6(b))の応力拡大係数は /a W の増加に伴って単調に増加する(図 14)．  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.11 (a) IF  (b)
II

F  for cracked bonded plate 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.12 IF and IIF  vs. /a W                           Fig.13 Values of 1S λ= −  
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4. 片側界面き裂を有する接合有限板の曲げと引張りの比較 

4・1 き裂のない接合有限板端部の特異応力場  前章の結果をき裂の無い接合板の問題より考察する．界面き裂

がない接合無限板(図4参照)の接合端部( 0r → )の特異応力の有無に関して，以下の判定条件が知られている(11)(12)． 
( )2 0α α β− > : 1λ <  特異性あり 
( )2 0α α β− = : 1λ =  応力有限                     (11) 
( )2 0α α β− < : 1λ >    応力 0 

ここでλ は界面端の応力特異性指数であり，界面端部近傍の応力は 11y x λσ −∝ と表される．図 4 の接合端部における

特異応力場は常に次式のように 1 個の実数パラメータK だけによって表される(2)． 
 
 
これは，図4の特異応力場の強さがパラメータK に比例することを意味している．パラメータK が求まれば，

式(12)を通じて接合角部における特異応力場が具体的に求まる.ここでλは以下の特性方程式の解である． 

( ) ( )2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 sin

sin 2 sin 1 0
2 2 4

λππ πλ λ β λ λ λ αβ λ λ α⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦     (13) 

この方程式は ( )2 0α α β− > で一つの実根 1λ < をもつ．このとき界面の特異応力 θσ の強さKσ は次式によって定義される． 
1

| 20
lim
r

K r λ
σ θ θ πσ−

=→
⎡ ⎤= ×⎣ ⎦                     (14) 

また，Kσ と式(12)中のK は，１対 1 の関係にあり，Kσ が求まれば，K は次式によって求めることができる．こ

れは，固有関数展開法によって求められた結果である． 
                                                                            (15)          

 
図 15 に，図 4 (b),(c)の接合端部のKσ の無次元値 Fσ = 1/( )K W λ

σ σ − の解析結果を示す(2),(3)．図 15 の縦軸より

板幅W の特異応力場 θσ と板幅 'W の特異応力場 '
θσ の特異応力場に以下の関係があることがわかる． 

 
 
また，図 15 よりき裂のない接合有限板が引張り荷重を受ける問題(図 4(b))と面内曲げ荷重を受ける問題(図 4(c))
を比較すると式(17)に示すような関係があることがわかる． 
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Fig.15 Kσ  in bonded finite plate 
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                                                    (17) 
 
 

4・2 接合有限板中の縁界面き裂の応力拡大係数の漸近解  式(16)より図 6(b)の 1( )IF a W λ• − 1, ( )F a W λ• −
Ⅱ と

/a W の関係を図16(a)に接合半無限板中の縁き裂が面内曲げ荷重を受ける問題(図6(b))と図16(b)に引張りを受け

る問題(図 6(a))の 1( )IF a W λ• − 1, ( )F a W λ• −
Ⅱ を示す．図 16(a),(b)より面内曲げ荷重を受ける問題(図 6(b))と引張りを

受ける問題(図 6(a))を比較すると図 17(a),(b),(c)のような関係が成立する． ( )2 0α α β− > (図 17(a))の場合，
1( )IF a W λ• − 1, ( )F a W λ• −

Ⅱ の値は面内曲げ荷重(図 6(b))を受ける問題が大きくなる． ( )2 0α α β− = (図17(b))の場合，
1( )IF a W λ• − 1, ( )F a W λ• −

Ⅱ の値は一致する． ( )2 0α α β− < (図 17(c))の場合， 1( )IF a W λ• − 1, ( )F a W λ• −
Ⅱ の値は，引張り

荷重を受ける問題(図 6(a))が大きくなる．また，図 16(a),(b)から 1( )IF a W λ• − 1, ( )F a W λ• −
Ⅱ の値は 3/ 10a W −< でその

数値は 0.4α = 以外で 3 桁以上一致し一定となることがわかり， 0.4α = のときも /a W が 0 に近づくにつれて一

定となることがわかる．すなわち 3/ 10a W −< で以下の関係が成立する． 
 

 
 

ここで， ,I IIC C は定数であり，表 2 及び表 3 にそれぞれ数値を示す．また，図 18(a),(b)に接合半無限板中の縁き

裂が面内曲げ荷重を受ける問題(図 6(b))と引張りを受ける問題(図 6(a))の定数 ,I IIC C を図示する．表 2,3 および図

18(a),(b)より面内曲げ荷重を受ける問題(図6(b))と引張りを受ける問題(図6(a))を比較すると ( )2 0α α β− = (下線部

分)で 0a W → の場合の引張りと面内曲げ荷重を受ける問題(図 6(a),(b))では定数 ,I IIC C の値は一致することがわかる． 
( )2 0α α β− > の場合，定数 ,I IIC C の値は引張り荷重を受ける問題(図 6(a))が大きくなり， ( )2 0α α β− < の場合，

定数 ,I IIC C の値は面内曲げ荷重(図 6(b))を受ける問題が大きくなることがわかる． 
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 (a)                                                 (b) 
Fig.16 (a) 1( )IF a W λ• −  (b) 1( )

II
F a W λ

•
−  vs /a W  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a)  ( )2 0α α β− <                     (b)  ( )2 0α α β− =                     (c)  ( )2 0α α β− >  
Fig.17 Comparison tension and bending when (a) ( )2 0, 1, , 0F Fα α β λ− < > →Ⅰ Ⅱ   

(b) ( )2 0, 1, ,F Fα α β λ− = = →Ⅰ Ⅱ finite (c) ( )2 0, 1, ,F Fα α β λ− > < → ∞Ⅰ Ⅱ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a)                            (b) 
 

Fig.18 Values of (a) 1( )ⅠIC F a W λ
•

−=  and (b) 1( )Ⅱ ⅡC F a W λ
•

−=  when 0a W →  
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Table 2 Values of IC  for Fig.2（b） 

 
 
 

α β=-0.2 β=-0.1 β=0 β=0.1 β=0.2 β=0.3 β=0.4 β=0.45
 0 
  0.05 

(1.065) 
0.977 

(1.107) 
1.057 

(1.1215)
1.109

(1.107)
1.137

(1.065)
(1.130)    

 0.1 0.898 1.000 1.081 1.153 1.195    
 0.15 0.808 0.939 1.037 1.146 1.247    
 0.2 0.718 0.878 0.982 1.119 1.277 (1.830)   
 0.3  0.760 0.861 1.014 1.248 (1.787)   
 0.4  0.655 0.742 0.880 1.113 1.674   
 0.5  0.557 0.636 0.749 0.939 1.423   
 0.6  (0.467) 0.542 0.634 0.774 1.103 (3.000)  
 0.7   0.461 0.535 0.636 0.845 2.125  
 0.75   0.423 0.491 0.576 0.743 1.435  
 0.8   0.387 0.451 0.523 0.655 1.086 (2.700)
 0.85   0.351 0.414 0.474 0.580 0.870 1.728
 0.9   (0.313) 0.379 0.430 0.515 0.718 1.075
 0.95 
   1   (0.262)

(0.217)
0.347

(0.328)
0.389

(0.315)
0.457

(0.370)
0.605 

(0.550) 
0.801

(0.700)
 

Table 3 Values of CⅡ  for Fig.6（b） 
 

 
 

α β=-0.2 β=-0.1 β=0 β=0.1 β=0.2 β=0.3 β=0.4 β=0.45
 0 
  0.05 

(-0.203) 
-0.206 

(-0.109) 
-0.127 

(0.000)
-0.026

(0.108)
0.086

(0.265)
(0.230)    

 0.1 -0.203 -0.140 -0.051 0.060 0.195    
 0.15 -0.194 -0.149 -0.072 0.032 0.167    
 0.2  -0.155 -0.089 0.004 0.141 (0.430)   
 0.3  -0.157 -0.113 -0.044 0.074 (0.338)   
 0.4  -0.153 -0.123 -0.077 0.008 0.222   
 0.5  -0.143 -0.124 -0.094 -0.039 0.102   
 0.6  (-0.133) -0.120 -0.101 -0.066 0.013 (0.330)  
 0.7   -0.113 -0.101 -0.078 -0.034 0.202  
 0.75   -0.108 -0.100 -0.081 -0.047 0.078  
 0.8   -0.103 -0.097 -0.082 -0.056 0.020 (0.200)
 0.85   -0.097 -0.094 -0.082 -0.061 -0.010 0.112
 0.9   (-0.089) -0.091 -0.080 -0.064 -0.029 0.024
 0.95 
   1   (-0.077)

(-0.060)
-0.087

(-0.079)
-0.078

(-0.073)
-0.065

(-0.060)
-0.039 

(-0.048) 
-0.009

(-0.029)
 

4. 結  言 
 本論文では，図 2(b)に示すような接合半無限板中の縁き裂が面内曲げ荷重を受ける問題を接合半無限板中の縁

き裂が引張りを受ける問題(図 2(a))と比較して考察した．得られた結果をまとめると以下のようになる． 
（1）面内曲げ荷重を受ける界面縁き裂(長さ a)を有する接合有限板(幅 W)の無次元化応力拡大係数 ,F FⅠ Ⅱ は

310a W −→ で 1 1,( ) ( )I III IIC CF Fa W a Wλ λ
• •

− −= = と表される．ここで， ,I IIC C は材料組み合わせによって決まる定

数で表 2，3 に示される．また，λ は接合界面端部の特異性指数(表 1)である． 
（2）面内曲げ荷重を受ける問題(図 6(b))を引張を受ける問題(図 6(a))と比較すると表 2,3 および図 18(a),(b)より

( )2 0α α β− = (下線部分)で 0a W → の場合の引張りと面内曲げ荷重を受ける問題(図 6(a),(b))では定数 ,I IIC C の値は一致

する． ( )2 0α α β− > の場合，定数 ,I IIC C の値は引張り荷重を受ける問題(図 6(a))が大きくなり， ( )2 0α α β− < の

場合，定数 ,I IIC C の値は面内曲げ荷重(図 6(b))を受ける問題が大きくなる． 
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